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LA kutaté miivészete az elméleti vizsgalatoknal legjobban
az altala felvetett 0j problémakban nyilatkozik meg.”
L. V. Kantorovics — V. I. Kriilov

Dolgozatunk egydimenzidés nemlinedris feladatok végeselemes vizsgéalataval foglalkozik. A
megoldast explicit idintegralassal, a centralis differenciak modszerével allitottuk elS. A vizsgalat-
hoz sziikséges sajat készitésii szoftver elsésorban a nemlinearis viselkedésii huzott-nyomott rid me-
chanikai vizsgalatara szolgal, képes kezelni a fizikai és a geometriai nemlinearitast is.

Az explicit modszerek numerikusan instabilak, igy a helyes id61épés megvalasztasa kulcskérdés.
Ebben nyujtanak segitséget a paraméteres futtatasok, ahol a kritikus allapothoz tartozoé id6lépést ala-
pul véve, és azt valtoztatva értékeltiik az eredményeket, megallapitva az optimalis id61épés nagysa-
gat. Az ellendrzd szamitasokat prizmatikus, linearisan rugalmas rtidon végeztiik, eldszor idében al-
land6 koncentralt erd, illetve 6nstily majd szinuszosan valtozo6 teher hatdsat vizsgalva. Harmadik
esetként a nemlinearisan rugalmas anyagu rid viselkedését elemeztiik radvégi koncentralt erdre.

Kulesszavak: nemlinearis, végeselem, explicit idSintegralas

1. BEVEZETES

A dolgozat célja annak vizsgalata, hogyan lehet az explicit idGintegralast a vé-
geselemes technikaval kombinalva alkalmazni egydimenzios mechanikai problé-
mak megoldasara. Ezen belill a tanulmany kifejezetten a centralis differenciak
modszerét elemzi és hasonlitja 6ssze mas algoritmusokkal.

Az explicit modszerek numerikusan instabilak, amennyiben tal nagy idélépést
valasztunk, akkor nem adnak megfelel6 eredményt, az optimalis id61épés megva-
lasztasa ezért Iényeges kérdés lesz a késObbiekben, az ellendrzéseknél is fontos
szerepet jatszik.

Az altalunk kifejlesztett kutatasi szoftver a miiszaki tudomanyok irant érdekld-
déknek nyu;jt segitséget a nemlinearis végeselemes technikak jobb megértésében.
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Alapkoncepcionk az volt, hogy egy egyszer(i program segitségével be lehessen
mutatni azokat a kiilonbségeket, melyek megkiilonboztetik a linearis szoftvereket
nemlinearis tarsaiktol. Szoftveriink egy huzott-nyomott ridelem mechanikai vi-
selkedését irja le, képes kezelni a nagy alakvaltozasokbdl és az anyag jellemzGibdl
ered6 nemlinearis viselkedést. Hairom fajta anyagmodellt hasznal, egy linearisan
rugalmast, egy felkeményedot és egy lagyulot. Kétféle terhet alkalmazhatunk a
szerkezetre: Onsulyt, illetve a végponton elhelyezett koncentralt terhet, ez utobbi
lehet konstans €s szinuszosan valtozo nagysagu.

2. SZAKIRODALMI ATTEKINTES

A kornyezetlinkben jelenlévd anyagok és szerkezetek tobbsége nemlinedris tu-
lajdonsagt. Viselkedésiik leirasara csak egy sziik tartomanyban alkalmasak a
klasszikus linearis elméletek, mert az elmozdulasok, illetve a fesziiltségek novelé-
sével az ezekben a modszerekben hasznalt egyszer(sitések és elhanyagolasok mar
tul nagy hibat okoznak.

A nemlinearis végeselemprogramok térhoditasanak szamtalan oka van. Az el-
méleti hattér mar tobb évtizede rendelkezésre all, a gyakorlati megvaldsitasok
tobb tényezd miatt mégis csak napjainkra terjedtek el annyira, hogy ma mar nehe-
zen képzelhetd el komoly tervez&munka nélkiiliik. A jelenlegi rendszerek akar
arra is lehetéséget adnak, hogy egyes prototipusokat azok tényleges legyartasa
nélkiil a legkiilonfélébb szempontok szerint vizsgaljunk meg, ezzel rengeteg pénzt
¢s 1d6t megtakaritva. Az optimalis anyagfelhaszndlas raadasul (mind mennyisé-
gileg, mind mindségileg), a gyartasi koltségek csokkenését eredményezi. Az adott
termék modelljével a vilag kiilonb6z8 pontjain egyidejlileg dolgozhatnak a mér-
nokcsoportok, ami a csapatmunka virtualis térbe emelésével szintén ndveli a haté-
konysagot. Ezek a megtakaritasok végiil a termék fogyasztoinal is jelentkezhet-
nek.

A nemlinearis szamitdsok hasznalatara példaul az alabbiak miatt lehet sziik-
ség:!

— az anyagok viselkedésébdl adodo anyagi nemlinearitas figyelembevételének

sziksége,
— a szerkezet nagy alakvaltozasai miatt 1étrejové geometriai nemlinearitas ha-
tasa,

— aszerkezet elmozdulasai miatt modosulo tdmaszrendszer hatasa (peremfelté-
teli nemlinearitas) stb.

! Abban az esetben, ha a nemlinearis szamitassal kapott eredmény (pl. elmozdulas) kisebb,
mint a linedris eljarassal szamitott, keményedd, ellenkezd esetben lagyuld nemlinearis viselkedésrdl
beszéliink.
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Megjegyezziik, hogy a most vizsgalt problématol fiiggetleniill minden nem-
linearis feladatra igaz, hogy:

— nem alkalmazhatjuk a szuperpozici6 elvét,

— ateljes terheléstorténetet figyelembe kell venniink, tovabba

— akiindulasi feltételek jelentdsen befolyasoljak a vizsgalat eredményét.

A teljesség igénye nélkiil emlitiink néhany fontos eseményt végeselemes szoft-
verek fejlédése kapcsan. Végeselemes szamitast mérnoki teriileten elséként A.
Hrennikoff (1941) és R. Courant (1942) [1] alkalmaztak, kutatasi témajuk dinami-
kus rezgések vizsgalatara volt [2]. Nem sokkal késébb jelentetett meg egy cikket
M. J. Turner, R. W. Clough, H. C. Martin és L. J. Top (1956), ebben a merevségek
¢és alakvaltozasok kapcsolatat targyaltak komplex szerkezetek esetén. Sokan ezt
tekintik a modszer mérnoki értelemben vett els6 igazi alkalmazasanak.

A végeselemes szamitasok szélesebb korben az 1950-es évek végén elGszor az
épitSiparban és a replilégépgyartasban jelentek meg. A kutatdsok kezdeti szaka-
szaban a Stuttgarti Egyetem (J. Argyris vezetésével), és a Berkeley Egyetem jart az
¢len [1], ahol R. W. Clough tevékenykedett. Hamar megjelentek az ipari szoftve-
rek is, a NASA 1965-ban mar palyazatot irt ki a NASTRA nevil végeselemes
szoftver megalkotasara. Ezzel egy id6ben sziiletett meg az ASKA (Automatic Sys-
tem Kinematics Analysis), melyet J. Argyris fejlesztett ki a Stuttgarti egyetemen.
Az ASKA volt az alapja az INTES GmbH altal kiadott PERMAS (Powerful Effi-
cent Reliable Mechanical Analysis System) programnak is. Az ASKA-bol és két
masik fejlesztésbdl (TPS10 és a TPNOLI) fejlédott ki a WTP2000 (Woflfel Tech-
nische Programme, Hochberg/Wiirzburg) végeselemes program, ami komplex
ipari szoftverré nétte ki magat.

Az els6 nemlinearis program a Berkeley Egyetemen késziilt 1961-ben, ez a
NONSAP (Nonlinear Structural Analysis Program) nevet viselte [2]. A szoftver a
szerkezetre hat6 statikus és dinamikus hatasokat képes volt kezelni. A kovetkezd
jelentésnek mondhaté alkalmazas a MARC, melyet Pedro Marcal készitett 1969-
ben a Brown Egyetemen [3]. Szintén 1969-ben hoztak 1étre John Swanson vezény-
letével az ANSY'S nevii programcsomagot a Westinghouse Astronuclear Labora-
tory kutatokdzpontjaban. 1972-ben mutattak be egy masik komoly ipari alkalma-
zast, az ABAQUS-t [3], mely f6leg az USA-ban terjedt el. Az ABAQUS-t David
Hibbitt és Klaus-Jiirgen Bathe fejlesztette a NONSAP programcsomag tanulma-
nyozasat kovetGen. Bathe nem csupan az ABAQUS fejlesztésében vett részt, ha-
nem komoly szerepe van az ADINA nevii programcsomag elkészitésében is.
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3. ELMELETI OSSZEFOGLALO

Bar latszolag az altalunk vizsgalt feladat egyszeriinek tlinik, az életben nagyon
sok példat talalunk olyan feladatra, ahol az egydimenzi6s nemlineéris technika al-
kalmazasara van sziikségiink. A teljesség igénye nélkiil csak parat sorolnék fel a
kovetkezdkben:

— nagy megnyulasra képes rugok alakvaltozasanak vizsgalata,

— horgaszdamil méretezése,

— esztergakések rezgésének vizsgalata,

— folyadékok aramlasa vékony csdvekben,

— hegymadszok kotele, mely felkeményedd tulajdonsagot mutat és nagy meg-
nyulasra képes, és

— jo példa az explicit modszerre a lampanal késve elinduld autok viselkedésé-
nek vizsgalata is.

Feladatunk megoldasahoz a kézpontos differenciak modszeret hasznaltuk. Ez a
modszer explicit idGintegraldson alapulo6 algoritmus, részleteinek megértéséhez a
kovetkezokben az iddintegraldst és a differenciamodszert fogjuk roviden attekin-
teni. A két kozelités ismeretében mar konnyen felépithetd a differencidlegyenlet
megoldasara is alkalmas centralis differenciak modszere.

Ezek utan bemutatjuk a végeselemes szoftver felépitésének részleteit, kezdve a
koordinata-rendszer definialasaval, majd az alapvetd mechanikai egyenleteket
sorra véve jutunk el a végeselemes approximaciohoz és a szoftver algoritmusahoz.

A jelolésrendszer ekvivalens a [3] irodalomban hasznalttal, valamint a hagyo-
manyos linearis algebrai jelolésekkel.

IDOINTEGRALAS

Az 1d6fiiggd megoldasfiiggvény meghatarozasa gyakran — kiilondsen nemline-
aris esetben — csak numerikusan lehetséges, azaz a keresett fiiggvénynek csak
Osszetartozo diszkrét értékeit tudjuk eldallitani.

A mechanikai feladatok nagy részénél a megoldasi 1épéseket id6- vagy teherpa-
raméterek fliggvényében vehetjiik fel, mivel a feladat térben diszkrét, de idSben
folytonos. Az idGintegralast ezeknél a problémaknal tobbféleképpen valdsithatjuk
meg, hasznalhatunk explicit, implicit vagy akar kombinalt algoritmust is.

Explicit modszernek azt nevezziik, ha keresett valtozoinkat a mar ismertek
alapjan szamitjuk ki (ilyen példaul a centralis differenciak, a kiilonb6z6 Euler-mo-
dellek, az explicit McCormack prediktor-korrektor és a Runge—Kutta-modszerek
stb.). Ezzel ellentétben az implicit modszerek felhasznaljak a jelenbeli és a jovSbe-
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li allapot paramétereit is, hogy megoldjak az egyenletet (ilyen példaul a Newton-
linearizacio, relaxacios modszerek, Wilson-féle @-modszer, Newmark-féle -el-
jarasok stb.), 1asd tovabbi részletekrdl a [4] alatti munkat.

Ha egy fizikai feladatnal a jelen allapotot Y(¢) jel6li és a Ar idGvel késGbbi alla-
potot pedig Y(¢ + Af), akkor az explicit modszer 1ényegét az (3.1) egyenlet, mig az
implicit modszerét a (3.2) alatti valtozat mutatja [5].

Y(t+At)=F X (1)), (3.1)
G (1),Y(t+Ar))=0, (3.2)

ahol F fiiggvény csak Y(¢) figgvénye, a G fiiggvény viszont fiigg Y(#)-t6l és Y(¢ +
A?)-t6l egyarant.

A két modszer kombinalasaval lehet 1étrehozni a szemi-implicit algoritmuso-
kat, melyek 6tvozik mindkét eljaras elényeit (Crank—Nicolson-modszer, New-
ton—Stermer—Verlet-mddszer) [6].

Az eljarasoktol elvarjuk, hogy legyenek stabilak (példaul egy csillapitott rezgés
vizsgalatanal a szamitasokkal az id6ben el6rehaladva ne legyenek egyre novekvo
amplitadok) és megfeleld pontossaggal szolgaltassak az eredményeket.

IdSintegralasi technikat a végeselemmaodszernél joval elébb, Euler is alkalma-
zott (1768) [7] nemlinearis differencialegyenletek kezdetiérték feladatainak meg-
oldésara. Tovabbi modszerek kidolgozasaval tobben is foglalkoztak, koztiik a leg-
fontosabbak A. L. Cauchy (1822), J. C. Adams (1855) C. Runge (1895), M. W.
Kutta (1905), Richardson (1905) [8], N. M. Newmark (1959) [9].

Az iteracios modszer lefektetése utan tekintsiik at a végeselemes approximacio-
hoz sziikséges differenciamddszert.

DIFFERENCIAMODSZER

A differenciamodszer a differencialhdnyadosokat differenciahanyadosok segit-
ségével fejezi ki. A differenciahanyadosokkal valo kozelités modszerének lényege
abban all, hogy a megoldand¢ differencialegyenletet valamely alkalmas differen-
ciaegyenlettel potoljuk. Ezt a differenciaegyenletet a differencialegyenletbdl rend-
szerint ugy kapjuk meg, hogy a differencidlegyenletben a differencialhanyadoso-
kat és kiilonféle differencidloperatorokat kozelitd differenciahanyadosok kifejezé-
seivel, vagyis a felhasznalt fliggvényeknek egy alkalmas racs egyes pontjaiban fel-
vett értékeivel helyettesitjiik.

A torténeti forrasok szerint integraldsi és derivalasi szamitasokat el0szor az
1700-as évek elején végeztek. A 18. szazad folyaman sok tudomanyteriilet befo-
gadta ezeket a modszereket, tobbek kozott a csillagaszat, az elméleti mechanika,



10 Molnar Gergely — Bojtar Imre

illetve ennek specidlis teriiletei, mint a geodézia és az €épitdmérnoki szakmak.
Gottfried Wilhelm von Leibnitz, a Bernoulli csaldd és Leonhard Euler is komoly
eredményeket értek el a modszer alkalmazasaval példaul a rugalmas gerendaelmé-
let megalkotasaval.

A matematikai hattér megalapozasaképpen attekintettiik az id6integralas, vala-
mint a differenciaszamitas alapvetd 1épéseit. A kovetkez6kben a szoftverhez hasz-
nalt mechanikai egyenleteket fogjuk bemutatni, melynek végén eljutunk a hasz-
nalt algoritmushoz.

KOORDINATA-RENDSZER

A szamitas két alapvetd elvének rogzitése utan vizsgaljuk meg a modellezéshez
hasznalt matematikai és mechanikai eszkozeinket. Kezdjiik el6szor a vizsgalti
technikaval, ezt kdvetden a valtozok definialasa kovetkezik.

A mechanikai problémak leirasara napjainkban két fontosabb leirasmodot
hasznalnak, mindkett6 alkalmas nemlinedris feladatok megoldéasara. A korlatozot-
tan nagy alakvaltozasokat szenvedd szerkezetek mechanikai modelljeihez ajanlott
a Lagrange-féle koordinatak alkalmazasa (mely a kiindulasi allapothoz viszonyit),
ez a Lagrange-féle leirasmod, mig példaul az aramlasi feladatok egyszerlibben
oldhatok meg Euler-féle leirasi modban (pillanatnyi allapot).

A két rendszer kozotti Osszefliggéssel le tudjuk irni az adott szerkezet pontjai-
nak mozgasat:

)762(1:)(‘&, 1), (3.3)

ahol ® az adott mozgast leird azon fliggvény, amely kapcsolatot teremt a kezdeti
¢s a pillanatnyi allapot kdzott (1. dbra).

Y, - )
y Kiindulasi
allapot _~Tuperem
Pillanatnyi
Q, tartomdny allapot
u
/ o
i A
& / _—
/
/ .
/ -~ _— Transzformacié
— X, T perem
X.x

1. abra. Lagrange- ¢és Euler-féle leirasi mod sematikus vazlata



1D nemlinearis feladatok végeselemes vizsgalata 11

Tovabbi szamitasainkban mi a Lagrange-leirasmodot fogjuk hasznalni.

ALKALMAZOTT VALTOZOK

Ahogy azt az el6z6 pontban lathattuk, az x és X koordinatak kiilonb6z6 allapot-
hoz tartozo koordinatakat jeldlnek. Mivel az altalunk fejlesztett szoftver Lagran-
ge-féle leirasmodban késziilt el, ezért a kovetkezékben az anyagi koordinatak sze-
rinti felirasra fogunk szoritkozni.

Az elmozdulast (1) egyszertien meg lehet adni a kétféle allapot koordinatainak
kiilonbségeként a (3.4) képlet alapjan:

y(&at):),(:_l:q:)(xat)_z' (34)
EDbbdl a kifejezésbdl szamithato a sebesség (v) és a gyorsulas (a):

oD (X, oD (X, 1
= 2uX,0) _ 1140.4 )_(E:é, (3.5)
ot ot ot ot

v 00X ox QX1 6
- ot o’ ot or '

A deformacidgradiens-tenzor teremti meg a differencialis kapcsolatot a Lag-
range- ¢s az Euler-rendszerek kozott, 1asd a (3.7) alatti sszefliggéseket. A tenzor-
ra az alakvaltozasok és elmozdulasok leirasanal is szlikség van. Definicid szerint a
deformaciogradiens-tenzor egy hivatkozasi allapotban 1év6 rendszerben a dX
hosszusagli elemi vonaldarab hosszat a pillanatnyi koordinata-rendszerbe (dx)
transzformalja a kovetkezdk szerint:

ax _aq:)(lat)
= X 0X

d

1=
Il
e
R
>
Il
|

=(V, 0 X, 1) =grad ®(X,1). (3.7)

AV ,operator ,,nulla” indexe arra utal, hogy az anyagi (X) koordinatak szerint
torténik a gradiens szamitas.

Az alkalmazott vizsgalatokhoz, ki kellett valasztanunk a megfelel6 alak-
valtozast is. Laboratoriumi 1D huzdkisérletek segitségével egyszertien lehet mérni
példaul a probatest adott iranyban torténd megnyulasat. A méretvaltozas segit-
ségével definialhato alakvaltozast az /[, eredeti hossz segitségével a kovet-
kez6képpen szamitjuk:
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XZL:SJA :Al+1|—>£:?1, (3.9)

l() 0 0

ahol A a megnyulas, és ¢ a mérnoki alakvaltozas. A ,,mérnoki” alakvaltozas az
elemi test terhelés hatasara bekovetkezd hosszvaltozas €s a terhelést kdvetd teljes
hossz hanyadosaként definialhato (3.8). Létezik logaritmikus alakvaltozas is,
melyet az elemien kicsiny szalak hosszvaltozasara alkalmazott ,,mérnoki”
alakvaltozas hossznovekményre vett integralja segitségével szamitanak. A defor-
maciogradiens tenzor egy dimenzioban gyakorlatilag a megnyulassal egyezik
meg, szamitasainban ezt hasznaljuk.

Az elmozdulasi és alakvaltozasi paraméterek mellett a fesziiltségvaltozokra is
sziikségiink van. A fesziiltség fogalmat A. Cauchy vezette be 1822-ben, majd az §
eredményeire timaszkodva késébb G. Piola és G. R. Kirchhoff is megalkottak sa-
jat fesziiltségtenzoraikat [3]. A Cauchy altal készitett fesziiltségtenzor fizikai tarta-
lommal bir és szimmetrikus. Az elem terhelése kdzben egy pillanatnyi allapothoz
tartoz6 n normalist d4 elemi teriileten m{ikdd6 elemi erévektor (d f) és a pont
kornyezetének fesziiltségallapotat leird tenzor kozott teremt Osszefliggést [3]:

o-n-dd=df =1-dA. (3.9)

A nominalis vagy mas néven elsd Piola—Kirchhoff-fesziiltségtenzor (P) szintén
a pillanatnyi allapothoz tartozé df ervektort veszi alapul, de a kiindulasi allapot-
hoz tartozé normalisu (ny) feliilet (dAy) fesziiltségallapotaval teremt kapcsolatot.
Rendszerint nem szimmetrikus, €s fizikai tartalma sincs (3.10):

Pony-ddy=df =t,-dd,. (3.10)

A nominalis fesziltségtenzor (P) a Lagrange-rendszerben értelmezett felada-
tokhoz hasznalatos. A két fesziiltségtenzor kozotti kapcsolat a kdvetkezoképpen
adhat6 meg:

o=—FP. (3.11)

MECHANIKAI ALAPEGYENLETEK FELIRASA

A kovetkezdkben a teljes” Lagrange-leirasmédhoz tartozé alapvetd mechanikai
egyenleteket fogjuk felsorolni. A modszerhez a deformacio-gradienst ¢és az elsd
Piola—Kirchhoff-fesziiltségtenzort fogjuk alapvetd paraméterként felhasznalni.

2 A teljes Lagrange-féle leiraismodban a derivalt fiiggvényeket az anyagi koordinatak segit-
ségével szamitjuk, a sziikséges integral-kifejezések (a gyenge alak) a kezdeti konfiguraciot hasz-
naljak, fesziiltségtenzornak pedig az elsé Piola—Kirchhoff-tenzort valasztjuk.
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Mbédositott® Lagrange-leirashoz ezzel szemben a Cauchy-féle fesziiltségtenzort és
az alakvaltozasok id6 szerinti derivaltjat érdemes alkalmazni. A mddositott rend-
szer f6leg aramlasi feladatok leirasara alkalmas.

A tovabbiakban kifejezetten az egydimenzios feladatra fogunk koncentralni
[3], ezaltal sok vektorialis mennyiség skalarra egyszertisodik.

Anyagmegmaraddas

Az alabbi egyenlet irja le az anyagmegmaradas egydimenzids esetre vonatkozo
egyenletét (3.12):

pX,t)-AV =p,(X)-AV,, (3.12)

vagy egyszertibben:
p-F-A=p, -4, (3.13)
ahol 4y és A az 1D feladat kezdeti és pillanatnyi allapotahoz tartozé metszet-feliile-

teit jelentik, po és p pedig a slirliség fiiggvényei a két helyzetben. AV} és AV a kez-
deti és pillanatnyi allapot térfogata.

Energiamegmaradds

Az energiamegmaradas egyenletét az elsé Piola—Kirchhoff-fesziiltségtenzor és
a deformaciogradiens-tenzor segitségével a kdvetkezOképpen irhatjuk fel:

P, =FP = qxx+ pos, (3.14)

ahol gy y a hGaram valtozasat, az s paraméter a rendszerben 1€vo (tomegegységre
juto) fajlagos héforrast jeloli, W, pedig a fajlagos alakvaltozasi energia.

> A modositott Lagrange-féle rendszerben a derivaltakat a térbeli koordinatak figyelembe-
vételével hatdrozzuk meg, a gyenge alak pedig a deformalt (pillanatnyi) konfiguraciéra épiil.
Ilyenkor a Cauchy-féle (vagy mas néven fizikai) fesziiltségtenzort alkalmazzuk belsd szilardsagi
jellemzdként.
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Anyagegyenlet

Az anyagegyenletek jelen esetben az els6 Piola—Kirchhoff-fesziiltségtenzort és
a deformdciogradiens-tenzort (vagy esetleg annak id6 szerinti derivaltjait) kotik
Ossze. Nagyon fontos, hogy csak annyi paramétert szabad felhasznalni a szamitas-
hoz, amennyit biztosan meg tudunk mérni laboratériumi koriilmények kdzott. Az
altalanos alak (itt 7 a valodi vagy teherparaméterré konvertalt id6, 7 pedig annak
egy pillanatnyi allapota):

PX,t)=S" (F(X,1),F(X,7),..), I <t. (3.15)

Az S™ fiiggvényben a PF index a P fesziiltség és az F gradiens Gsszefiiggésére
hivja fel a figyelmet.

Mozgdasmennyiség egyenlete
A mozgasmennyiség egydimenzios egyenlete a kovetkezd:

d’u
(A)P) x +pAyb=pAy — (3.16)

2

ahol b a vonal mentén megoszl6 (egydimenzios feladatnal példaul ilyen az 6nsuly)
erérendszert jelent, az indexben szerepl§ ,, y” szimbolum pedig a parcialis deri-
valasra utal itt és a tovabbiakban is.

Perem-, kezdeti és folytonossagi feltételek

Peremfeltételeket egydimenzids esetben az elem két végpontjan irhatunk fel,
ezek lehetnek elmozdulasi vagy fesziiltségi feltételek. Egy pontban mindkét felté-
telt nem irhatjuk eld. Kezdeti feltételként megadhatunk elmozdulés- és sebesség-
fliggvényeket, vagy sebesség- és fesziiltségfliggvényeket. Folytonossagi feltétel
hasznalatara a mozgasmennyiség egyenlete miatt van sziikségiink.

A fent ismertetett egyenletek a feladatok ugynevezett erds alakjat adjak, véges-
elemes szamitasoknal azonban elsGsorban a gyenge alakra van sziikségiink.
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A gyenge alak eloallitasa

A mozgasmennyiség egyenletébdl indulunk ki (3.16), az egyenletet megszo-
rozzuk a du(Xf) tesztfiiggvénnyel.

A fliggvényvariaciot ugy valasztjuk meg, hogy az értéke zérus legyen az elmoz-
dulési peremfeltételek tartomanyaban. A (3.17)-ben megfogalmazott feltétel ak-
kor lesz zérus, ha minden tesztfiiggvény merdleges az egyenlet bal oldalanak ma-
sodik, zar6jelben 1évé tagjara, vagyis a tartomanyon vett szorzatintegraljuk zérus.

Xp d 2 u
J‘&u{(AOP)X +pAob — pA, dﬁ}dx:a (3.17)

Felhasznalva a fent emlitett egyenleteket és feltételeket, a kovetkezd gyenge
alakhoz (a virtualis munkak tételéhez) jutunk (3.18):

X -0
[ (6, A,P —Su(p,Ayb = pyAg@)ldx = (Sud, 1)

x(l

, =0, (3.18)

-0
ahol 7_a kezdeti id6pillanatban a rudat terheld x iranyu fesziiltségvektor. A (3.18)
Osszefiiggésben szerepld els6 tag (az integralon beliil) a bels6 munkat jelképezi, a
harmadik tag a kinetikus munkat, a masodik és negyedik tag pedig a kiilsé munkat.
A negyedik tagban a peremeken torténik az 6sszegzés. Igy a virtualis munkak
tétele tomor alakban tehat:

SW =W, — W, +8W,,, =O0. (3.19)

AZ 1D NEMLINEARIS VEGESELEMES MODELL FELEPITESE

A végeselemes modellt a virtudlis munka tétele alapjan alkothatjuk meg. Az
[X,, X3 tartomanyon 1év6 rudat n, elemre osztjuk, egy elemen m db csomoépontot
vehetlink fel, igy 0sszesen ny darab csomopontunk lesz. Az /-edik csomdpontot
X;-vel, az egy elemen beliili [X, X ] tartomanyt Q,-vel jeldljik.

Az egyszerliség kedvéért az 1-es csomoponton lesz a rogzitett tamasz — vagyis
az eldirt elmozdulas itt 0 —, valamint az utolso ny-edik csomopontra tessziik a ter-
het (,,ez lesz az eldirt fesziiltség”). Kovetkezd feladatunk a végeselemes approxi-

rrrrrr

nyek segitségével (3.20).
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uX,0= SN, 0 (0, o) = 3N, (X, (3.20)

ahol N, (X)) egy C° folytonos bazisfiiggvény, és u(f) a csomépontok elmozdulésait
jelenti. A bazisfliggvényeknek most is teljesitenilik kell azt a feltételt, hogy csak
egy csomoponton 1 az értékiik, a tobbi csomoponton pedig 0 (N, (X, ) =6,,).

A kozelités segitségével a kovetkezd alaktiak a virtualis munka tagjai:

b

W, = [ 8 uyAPAX =5 u[N,  A,PdX =Nsu st =ou" s, (321/a)
X, X4 =1

Xy -0
W, = j 8 up,AybdX + (Sud, 1. )

N (3.21/b)

FI]ZMT]M

Ny Xp -0
= 25”‘1[ _[N1p0A0bdX +(N A, 1)
= .

Xb Ny Xb Ny .
AWy, = [updyadX =y 6w, [N,p A, > a, (ON,dX =5u’ ™. (321%)
X, I=1 X,

J=1

Az a valtoz6 a gyorsulasi értékeket tartalmazza. A (3.19) egyenletbe visszahe-
lyettesitve a kovetkez6 6sszefliggést kapjuk (3.22):

kin

S (! = fi e f =0, Yoera. (3.22)

Az elGirt kezdeti feltételek miatt du;az 1. pontban mindig 0, ezért a tobbi pont-
ban a zardjelben 1évé kifejezést kell 0-va tenni. Elhagyva ou-t, a kdvetkez sze-
midiszkrét alakhoz jutunk:

k

f=1~f =Ma (3.23)

Ezt a kifejezést hivjuk a feladat mozgasegyenletének.

JELLEMZO MATRIXOK

Az elkésziilt szoftver kétcsomdpontu végeselemeket haszndl, linedris Lagrange-
fele bazisfiiggvényekkel. Ebben a pontban mutatjuk be az alapvetd matrixok
felépitéseét.



1D nemlinearis feladatok végeselemes vizsgalata 17

Els6ként az elmozdulas () értékét irjuk fel (3.24). Az elem kezdeti hossza /y, az
id6 valtozéasaval ez [(f)-re mddosul. Az interpolacidt az [X;, X;] elemi tartoméanyon
végezziik:

u, (1)
u, (1)

0 0

u()(,t):ll[x2 -X X—Xl]{ }—ﬂve =11[X2 ~X X-X,].(3.24)

Az 6sszefiiggésbdl jol latszik, hogy a bazisfiiggvények a kovetkezok (3.24). Az
elmozdulasokbol egyszeriien szamolhatjuk az alakvaltozasokat (3.25):

e(X,0)=u, =7[ 1 1]{”‘ (tﬂ 0:ll[—l 1. (3.25)

u, (t

Ezek segitségével a kovetkezdk szerint alakul a csomoéponti belsé és kiilsé er6k
vektora:

= [ BP0, =;{_11}PAOCJX (3.26)
¢ 0
Yo lX, -X
= JpogTbAonO = '[/l)()|:X2 v }bAOdX. (3.27)
Q X,°0 - 1

Az elemekhez tartozo6 tdmegmatrix megadasahoz elGszor felirjuk a konzisztens
tomegmatrixot (3.28), majd az altalunk hasznalt diagonalizalt valtozatat is (3.29):

M j PN NdQ, j poN " NA, I, dE, (3.28)
Q5
M7 =>Mf j pON]ZN dX = j puA,NdX. (3.29)
J X,

A SZOFTVERHEZ FELHASZNALT ALGORITMUS ELMELETI OSSZEFOGLALASA

Kezdeti paramétereink a kdvetkezok:

-0
X s X s Ao (X, po (X)), b, 0,1y (X)), 00 (X)), u(X 1, 0),8, (X 1)1, ALS™

max ?
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azaz a rud alakja, siirlisége, sulya, kezdeti elmozdulasai, kezdeti sebességei, vala-
mint a terhek, a maximalis [épések szama, az id6lépés mérete €s az anyagegyenlet.
A keresett valtozok az elmozdulas- és a fesziiltségfliggvény: w(X,¢), P(X,?).
Mivel explicit idGintegralasi technikat alkalmaztuk, a 1épések idSlépések. A szoft-
ver algoritmusa a kovetkezd:

o0 I ARV =

—
(=]

11.
12.

13.
14.

. valtoz6tombok deklaralasa,
. bemend adatok helyességének ellendrzése,

n futdparaméter beallitasa 0-ra,

. anyagmodell paramétereinek betdltése a belsd valtozokba,

. az elmozdulasvektorok feltdltése a kezdeti feltételek alapjan,
. a keresztmetszeti adatok feltoltése,

. arudak végeselem szamainak feltoltése,

. a diagonalizalt tomegmatrix elkészitése,

. a=0,5(han=0),atdbbilépésben ¢ =1,

. az eredd er6vektor meghatarozasa:

a) elmozdulasok kivalasztasa minden elemhez,

b) a deformaciégradiens tenzor (F = Bu. +1) kiszamitésa,

¢) a nominalis fesziiltségtenzor kiszamitasa az anyagegyenlet segitségé-
vel,

X,
d) a belsd er8k csomoponti komponensei: f f = j B OTPAOdX , (3.30)

X

X -0
e) a kiils6 er6k vektora: if = I pO]XTbAOdX +WV TAO t.)

r,»
X5

f) az eredd erdvektor meghatéarozasa: f* =/ f -/ f =/ " (3.31)

a csomopontok globalis gyorsulasai: a” =M - /o (3.32)

csomopontok sebességei:y’”zI :y"ﬁ]w +aAta”, (3.33)

a csomopontok elmozdulésai: y"“ =u" + Aty"% , (3.34)

n=n+ 1, és a ciklus ujrainditasa (10. 1épéstdl) addig, mig n < npay.
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4. A SZOFTVER BEMUTATASA ES AZ ALGORITMUS
ELLENORZESE

VERIFIKALAS

Az algoritmus ellendrzése a szoftverek tesztelésével tortént. Olyan példakat
futtattunk rajta, melyeknek ismertiik a megoldasat. Ilyen feladat példaul egy linea-
risan rugalmas rud szabadrezgése egy végeselemre valo felosztassal. Az ellendr-
zésre hasznalt pontos megoldast ANSYS 12.0.1 Structural/LS-DYNA és MATLAB
7.10.0.499 (R2010a) programcsomagokkal allitottuk el8.*

A szamitasok eltérését a 2. dbra és a 3. abra mutatja. Lathatjuk, hogy az ANSYS
¢és a szoftveriink kozotti hiba konvergens, gyakorlatilag nem valtozik jelentGsen.

ELTERES | —— ANSYS explicit - ELTERES
| =~ MATLAB - ELTERES

2,00E-06

1,50E-06

1,00E-06

5,00E-07

0,00E+00

Elmozdulas eltérés [m]

-5.00E-07

-1,00E-06 —

-1,50E-06
0,00E+00 1,00E-03 2,00E-03 3,00E-03 4,00E-03
146 [s]

2. abra. Eltérés a MATLAB-bal és ANSYS/LS-DYNA-val készitett modszert6l

ELTERES ... ANALITIKUS - ELTERES

1,50E-03

=—ANSYS implicit- ELTERES

1,00E-03

E / \\ /,,
Z 5.00E-04 >
2z 0,00E+00 -
El
=l
2
£ -5.00E-04
=

-1,00E-03

-1,50E-03

0,00E+00 1,00E-03 2,00E-03 3,00E-03 4,00E-03

1dé [s]

3. abra. Eltérés az analitikus és az implicit modszert6l

* Megjegyezziik, hogy természetesen akar kiilon programnyelvet lehet alkalmazni egy algo-
ritmus tesztelésére, €s a tesztelés alapossagatol fiiggden ez a folyamat hosszi id6t is igénybe vehet.
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A MATLAB-bal és az analitikus megoldassal szamitott értékekhez képest a szoft-
ver eredményei egyre novekvd eltérést mutatnak. Ennek az az egyszerti oka, hogy
mig az altalunk készitett szoftver és az ANSYS explicit idSintegraldé modszert
hasznal — id61épések pontossaga nagyban fiigg a megel6z6 1€pés pontossagatol —a
mar meglévo hiba halmozodik. A MATLAB ode45 differencialegyenlet-megoldo
modulja negyed és 6t6d rendd, valtoz6 1€péskdzii Runge—Kutta—Fehlberg-algorit-
mussal dolgozik [10], igy a hiba kisebb mértékben novekszik, mint az altalunk
hasznalt mddszernél. Lathatjuk azonban, hogy az eltérés értékei nem érik el igy
sem a harmadik értékes jegyet.

PROGRAMLEIRAS

Az egydimenzios, nemlinedris viselkedésti huzott-nyomott rad mechanikai
vizsgalatara alkalmas, a virtualis munkak tételére épiilo végeselemes szoftver Mic-
rosoft Excel 2003 platformra, Visual Basic for Applications (VBA) nyelven irédott.

A szamitashoz sziikséges két csomopontu, linearis bazisfiiggvényii végesele-
meket a szoftver automatikusan generalja. Az id6fiiggé6 feladat megoldasa explicit
modellel, a kézpontos differenciak modszerével torténik. A megfeleld idolépés, il-
letve a kivant iterdcioszam megadasa a felhasznald feladata.

A program célja a szerkezet id6fiiggd csomoponti elmozdulasainak, illetve fe-
sziiltségeinek szamitasa.’

Mlusztralasként az abran (4. dbra) bemutatjuk a program adatelkészitésre
alkalmas képerny6ablakat.

Bemeno adatok

A szoftver hasznalatanal az els6 dolgunk a rud geometriai adatainak megadasa,
amit a kettés vonallal bekeritett tablazatrészben tehetiink meg. A szoftver 5 kiilon-
b6z6 méretli radrészt képes kezelni. A ,, Rudgeometria” nevii grafikonon lehet
latni a rudelem kezdeti alakjat. Kovetkezd feladatunk a rudat felosztani véges-
elemekre, amit rogton a geometria utan tehetiink meg.

Tovéabbiakban megadhatok a terhelésre vonatkoz6 feltételek. Itt kialakithatunk
rad végén konstans, valamint id6ben valtozo terhet és vonalmentén megoszlo
onsulyt (szaggatott blokk).

3 A szoftver, valamint a hozz4 tartozd részletes leirds szabadon letdlthetd a Tartoszerkezetek
Mechanikaja Tanszék honlapjarol, az alabbi cimrdl: http://www.me.bme.hu/hu/kurzus/nemlinearis-
végeselemek-modszere
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Nemlinedris, egy dimenziés vé feladat isa Lagrange-féle leira
erhek I [Ceometria Peremfeltétel
Szerkezet siiisége: =] 785 gen® | Ritdszaka: Végkeresztmetszeti
| i m sl gem Ridszakasz | o5 |Kezdeti Végeselemek Csomépont |  Kezdeti Kezdeti
Szerkezet onsulya: ¥= 000 Nimm® | ) hossza, N teridlet, 3 " " "
| N " szima fertilet, [ ) czima szima elmozdulss sebessiz
Nehézségi gyorsulés: z=| 000] ms? 1 fmm] [mm’]
1 [mm] [m/s]
1 miksds teher.  N=[_ 2500000 N | 1 1500 25 25 T 1 000 000
1 2 2 000 000
S | TR P ] R, H
Anyagmodell . 4
5
' p=cF :
I [f S L0 L ] Explicit fkoz6 beallitésok
| Kemenysesi modutus c-=| 210000] Nmm® |
Lo e Mg | Geometria és a végeselemes felosztdsra
Azenyagmode Nemlinedris 128 4V
1 . vonatkozd bedllitasok
1 . 1 + Anyagmodellel kapcsolatos bedllitdsok
1 P-F diagram ! L | Terhekicel kapesolatos beillitdsok
Ttericié
alfa 0.50
Idslépés: a-fsiEr s Stabilidélépés:  Atwwa=  63EQS 5
n=[6321 1épésszam
Nemfinedris szémités inditsa

A szamitas ket pontos vé tortenik, linedrnis bazisfigveny alval
A vltozok pontos jelentése megtalilhaté 2 szoftver mellé feltoltott TDK dolgozatban

Készitette: Molnir Gergely, Epitomérndk hallgats (M. Se.)
Konzulens: Dr. Bojtir Imre egyetemi tanir 20100313

4. abra. Bemené adatok képernydje

Ezek utdn mar csak az anyagmodell hianyzik, mely két paraméterbdl all, egyik
az anyag Young-modulusa, masik a felkeményedési vagy lagyulasi tényezdje
(pont-vonal blokk).

Végiil a megolddé modulra vonatkoz6 id6lépés méretét €s az iteracidszamot
adhatjuk meg. Az id6lépés beallitasa mellett talalhato egy, a stabil megoldashoz
sziikséges kritikus id6lépés is (folyamatos vonal).

A beallitdsok megadasanak végeztével elindithatjuk a szamolast a ,, Nemlined-
ris szamitds inditasa” gombbal. A program automatikusan atugrik az ,, Eredmé-
nyek” fiilre és menti a szamitasok eredményeit.

Eredmények kiértékelése

A szamitas befejeztével a program automatikusan aktivalja az ,, Eredmények”
munkalapot. A szaggatott blokkban lathatok az utols6 csomopont elmozdulasai, a
hozz4 tartoz6 id6lépéssel. A ,, Végesomopont maximalis elmozduldsa™ cimi dia-
gram szemlélteti grafikusan a szamitott értékeket. A folyamatos vonallal korbe-
keritett blokk a maximalis elmozdulasi és fesziiltségi értékekre kapott eredményt
mutatja be. A pont-vonallal bekeritett téglalapban talalhatok a rad peridodusidejére
vonatkozo értékek.

Végiil az utolsé blokkban (kettés vonal) a futtatasi idékkel kapcsolatos infor-
maciok olvashatok. Ertelemszertien az elsé idSpont a szamitas kezdetét, a masodik
a szamitas végét jelzi, kettdjiik kiilonbsége adja a futasidét.
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. - =g
Idslépesek . Végesomspont maximalis
sama | Mdoparameter cimozdulisa ]
[ tfs] u [mm]
[ [ [ I
1 2.90012E-05 0.714285714
2 5.80025E-05 2842857143 I
3 8.70037E-05 6343142857 I
4 0000116005 11.14513714
5 10.000145006 17.15280011 I
6 10000174007 2424597851
7 10.000203009 32.28280877 I
8 0.00023201 41.10255428 I
9 0.000261011 50.52882013
10 10.000290012 6037308101 I
11 10.000319014 70.43845169
12 10000348015 80.52362477 I
13 0.000377016 9042689679
14 0.000406017 99.9502023 I
15 10000435018 108.9030752
16 0.00046402 117.106458 I
17 10000493021 124.3962831 I
18 0.000522022 130.6267539
19 0.000551023 135.6732611 I
20 10000580025 139.4348745
21 10.000609026 141.8363619 I
22 0.000638027 142.8296934 I
23 0.000667028 1423950025
24 0.00069603 140.540983 I
25 0.000725031 137.3047152 I
26 0000754032 132.7509246
21 0.000783033 126.9706869 I
28 10000812034 120.0796069 I
29 10.000841036 112.2155062
30 10000870037 103.5356668 I
31 0.000899038 94.21368545
32 0000928039 L — &4360_01 RS_ —_ I
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Végesomépont maximalis elmozduldsa

Elmozdulés - u [mm]

0 00005 0001 00015 0002 00025 0003 00035 0004 00045

TdGparaméter -t [s]

Maximélis fesziltség helye:

1. végeselem

Maximalis fesziitseg ideje: 111 idélépés - 0.003219 s
Maximalis fesziltség értéke: 19 999.9574 N/mm2
Maximalis elmozdulss érteke: 142.856839 mm
Maximalis elmozdulss ideje: 111. idélépés - 0.003219 s
Periodusidé: 0.003857 s 1
Szémitis kezdete:  2011.02.14 16:43

Szamités vége:
Szimitss iddtartama:

2011.02.14 16:43
0:00:14

5. abra. Eredmények képernydje

[ ] scémitasiiddre vonatkozé értékek

| . | Periodusids

l _] Elmozdulasi érték a végponton

5. FUTTATASOK ERTEKELESE

NUMERIKUS STABILITASI KERDESEK

A kiilonb6z6 numerikus modszerek stabilitasanak és pontossaganak elemzése
igen bonyolult feladat. Legegyszeriibb az egy szabadsagfoku, csillapitatlan sza-
badrezgéseknél hasznalt id6lépés helyes megallapitasanak bemutatasa. A 1€pés-
koz (Af) megvalasztasa nem csupan a megoldas hibajara van befolyassal, hanem
rossz valasztas esetén lehetetlenné teheti a megoldast magat.

A centralis differenciak modszerénél a r+Az-hez tartozé mozgasjellemzdket
kizarolag a t-hez tartozo értekekbdl szamoljuk a 3. pont (Szakirodalmi attekintés)
szerint leirtak alapjan. Lathatjuk, hogy a (3.30) alatti eredd erévektor értéke még

Elmozdulas - u [mm]
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6. abra. Végpont elmozdulasai az id6 fliggvényében (stabil numerikus megoldas (balra);
kritikus id6lépéshez tartozé megoldas (kdzépen); instabil megoldas (jobbra))
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nem fligg a At id6lépéstdl. Az erévektorbdl ezek utan gyorsulast szamolunk
(3.31), szintén az idSlépéstdl fiiggetleniil. Ezek utdn a gyorsuldst ,,szabadon”
felhasznalhatjuk a #+Af-hez tartozd mozgasjellemzék kiszamitasahoz (3.32),
(3.33). EbbdGl ujra szamolva a bels6 erévektor tagjait a t+Atz idGpillanatban, fizikai
képtelenség, hogy nagyobb erdket kapjunk, mint a kiils6 erévektor tagjai a t-hez

tartoz6 [épésnél:
‘ ¢ , (5.1)

S

‘ b

2 inm

az altalunk megalkotott feltétel szerint a Ar id6lépést tehat ugy kell megva-
lasztanunk, hogy a (5.1) feltétel teljesiiljon. Vizsgaljuk meg a koncentralt erére és
prizmatikus radra vonatkozo6 stabilitasi kritériumot az elsé id61épésben:

b1

0 orar =0
k b '
f=ro~Son=|- | : 20, (5.2)
0 0
NI L fo

ezt behelyettesitve a (3.30) képletbe és az anyagegyenletbe:

y

aAt® - Nm
N-4-C TM > (), azaz (5.3)
0
At? <At} =g/i oM altalanosan, (5.4
A-C aN

ahol a egy futéparaméter, mely az els6 1épésben = 0,5 ezek utan a = 1,0; M" a
diagonal tomegmatrix utolso eleme, vagyis az utolso végeselem tomegének fele; A
a prizmatikus rid keresztmetszeti teriilete; C a Young-modulus; N a végponti
teher; /' a legrovidebb végeselem hossza; p, a kezdeti allapothoz tartozo siirliség.

Ezt a kifejezést egyszerisiteni lehet, ha linearisan rugalmas anyagmodellt haszna-
lunk:

At<At,, =17 %. (5.5)
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A kritikus 1d61épés megvalasztasa onsulyteher esetén csak annyiban modosul,
hogy a legkisebb tomegmatrix értékhez tartozé onsulyértékkel kell helyettesiteni a
(5.4) 6sszefiiggésben szerepld F er6 értéket.

Az algoritmus ellenGrzése és a program bemutatasa utan ratérhetiink a futtatasi
eredmények részletesebb elemzésére. Harom {6 csoportba gytijtottiik a kapott ada-
tokat: egyik esetben a szerkezetet id6ben allandé terhekre vizsgaltuk linearis
anyagmodell hasznalata mellett, masodik esetben a végponti teher idében valtozo,
harmadik esetben a teher allandd, de a rid anyaga nemlineéris. A vizsgalt elem
mindig prizmatikus volt.

A vizsgalat arra iranyult, hogy a rad végeselemes felosztasanak siirtiségét val-
toztatva — egy vagy tobb végeselemre osztva a szerkezetet — mekkorara valasszuk
az 1d61épés nagysagat. Minden futtatasnal a stabilitashoz sziikséges kritikus id61é-
pésbdl (5.4) indultunk ki, majd azt valtoztatva vizsgaltuk az elmozdulasi és fe-
sziltségi értékeket.

ELSO FUTTATASI CSOPORT

Els6 futtatasi csoportba az idében konstans végponton hato teherrel terhelt
prizmatikus rud tartozik. A rad anyaga linearisan rugalmas. Vizsgaljuk meg, hogy
a (5.4)-ben meghatarozott kritikus id6lépés valtoztatasaval hogyan modosul a
végpont elmozdulasi alakja, és a maximalis értékek. A vizsgalatok soran a futta-
tasokat kiilon-kiilon allando idSlépéssel végeztiik el. A vizsgalat soran az alabbi
paramétereket hasznaltuk (1. tabldzat):

1. tablazat. Elsé futtatds bemend paraméterei

Megnevezés Erték Megnevezés Erték
Kezdeti radhossz: (/y) 1 500 mm Anyagmodell Linearisan
rugalmas
Kezdeti keresztmetszeti 25 mm? Young-modulus (C) 210 000 N/mm?
teriilet (A4o)
Kezdeti siirtiség (po) 7,85 g/em’ Merevségi paraméter (v) 1
Nehézségi gyorsulas (g) 0 m/s’ Végponti teher (V) 250 000 N

Az &bran (7. dbra) jol lathatd, hogy a kritikus id6lépés (o = 0,5-del szamolva)
145%-a teljes numerikus instabilitast okoz (ba! adbra). Azonban, ha megtekintjiik a
jobb oldali abrdt, jol lathatd, hogy a kritikus id6lépcsé 140%-a még nem vezet
instabilitasi problémahoz, csupan az elmozdulasi eredmények hibasak. A futta-
tasok ramutattak arra is, hogy a kritikus id61épés hasznalata a maximalis értékek
tekintetében még kielégité pontossagot szolgaltat, de az id6beni viselkedésben
(elmozdulasi alak, periodusid6) komoly eltérések tapasztalhatoak. Az elmozdulasi
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értéekek a stabil id6lépés 5%-anal mar sokkal pontosabbak, mint az el6bbi esetben
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7. abra. Elmozdulasi alak az id6lépés nagysaganak fiiggvényében,
linearisan rugalmas anyagok esetén

Optimalis idolépés megallapitasa

A diagramon (8. abra) jol latszik, hogy a kritikus id61épést hasznalva a maxi-
malis elmozdulasi érték végeselemes felosztastol fiiggetleniil megegyezik, azon-
ban az iddlépést csokkentve (Ar =At,, x &), az eredmények egy adott értékhez
konvergélnak. A végeselemes felosztds mértékével torzuld elmozdulasfiiggvény-
6l a kovetkezd bekezdés ad részletesebb leirast.

Ha a kritikus allapothoz tartoz6 id61épés 40%-anal nem valasztunk magasabb
id6lépést, akkor lathatoan (8. dbra) jO eredményt kapunk a végeselemes fel-
osztastol fiiggetleniil, azaz futtatasaink alapjan arra a kovetkeztetésre jutottunk,
hogy egydimenzios, linearis anyagmodellt hasznal6 rad megoldasanal a kritikus
1d61épés 40%-a mar optimalis eredményt szolgaltat.

Végpont maximalis elmozdulasa
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8. dbra. A végpont maximalis elmozdulasa a végeselemes felosztas és a kritikus id61épés szorzo
(&) fuggvényében, linearis anyagmodellnél
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Maximalis elmozdulasok vizsgalata a végeselemes felosztas fiiggvényében

Kovetkezd 1épésben vizsgaljuk meg a maximalis elmozdulasi értékeket a vé-
geselemes felosztas mértékének novelésével.

Onsilyteher esetén Koncentrilt teher esetén
. 0.000845 , 144
H
£ ‘ 2
7 000084 I g w tosweesssst
2 ‘ =140
= 0000835 =n)
- ‘ < E 138
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£E ‘ g £
% 0000825 /N =7
= ‘ E
é 0.00082 = 132
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Végeselemes felosztas mértéke [db] Végeselemes felosztas mértéke [db]

9. dbra. Maximalis elmozdulasok a végeselemes felosztas fiiggvényében

Az abrakrél (9. dabra) lathatd, hogy oOnstly esetén — a koncentralt terhet 0-ra
allitva, és a nehézségi gyorsulast megnovelve 9,81 m/s*-ra — a maximalis
elmozdulas értéke viszonylag kis végeselemszam (25 db) esetén jol konvergal.
Ezzel ellentétben a rad végeén elhelyezkedd koncentralt teher hatasa csak magas
végeselemes felosztas mellett ad pontos eredményt. Ennek oka, hogy a koncentralt
er6 okozta elmozdulasi alak csak magas végeselemes felosztas esetén pontos (70.
dabra).

A jelenség a valosagban is megjelenik, mivel ha egy rugon koncentralt erd jelle-
gli ,,rantast” végziink, akkor az er6hullam nem egyszerre nytjtja meg a szerkeze-
tet, hanem id6ben elkésve. Komoly problémat okoz példaul a jelenség a kovdcs-
mackokban (kovacsgépek iilléiben), ahol a hulldmok interferenciajabol adodoan

1 végeselem

- == 2végeselem

----- 3 végeselem

= - = 5végeselem

10 végeselem

Elmozdulas- u [mm]

0 0,0002 00004 00006 00008 0001 00012 00014 00016
1dé- t [s]

10. abra. Elmozdulasi alak a végeselemes felosztas fliggvényében
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farasztja a szerkezet belsé mikrostrukturajat, apr6 repedéseket és faradasi tonkre-
menetelt okozva.

Maximalis fesziiltségek vizsgalata a végeselemes felosztas fiiggvényében

Onstlyteher esetén a maximalis fesziiltségérték meghatdrozasa azért jelent
gondot, mert a tamasz-csomopont mindig felveszi a rad onsulyanak egy részét.
Azaltal, hogy linedris bazisfiiggvényeket hasznalunk, 1 végeselem esetén a teljes
rad sulyanak fele elvész, 2 végeselem esetén a negyede, €s igy tovabb, vagyis az
elveszett suly egy hiperbolikus fliggvény szerint valtozik (1/x, ahol x a véges-
elemes felosztas mértéke). EbbSl kovetkezik, hogy ha a maximalis fesziiltség
meghatarozasanal minél tobb végeselemre osztjuk a rudat, annal pontosabb ered-
ményt kapunk. Ezt szemlélteti a /1. dbra.

Koncentralt teher esetén Onsulyteher esetén
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11. abra. Maximalis fesziiltségek a végeselemszam fliggvényében

Az abran (11. abra) lathatjuk, hogy az onsullyal terhelt raddal ellentétben jelen
feladatban igen gyors a konvergencia. Par tiz végeselem utan mar nem tapasz-
talunk valtozast a 4. értékes jegyben. Meg kell jegyezni, hogy a helyes id6lépés
megvalasztasa a fesziiltségérték meghatarozasanal sokkal 1ényegesebb, mint a
maximalis elmozdulasok esetén. Ha nem adunk meg kellGen kicsi id6lépést, a
fesziiltségfiiggvényiink nem lesz konvergens.

MASODIK FUTTATASI CSOPORT

A masodik futtatasi csoport az idében szinuszosan valtozo végponton terhelt
rud elmozdulasait vizsgalja. A teher periddusidejét a konstans, idében allando te-
herrel terhelt rad periddusidejéhez képest vettiik fel. A linearisan rugalmas, priz-
matikus rudat 10 végeselemre osztottuk fel.
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12. abra. Periodikus erével terhelt rud végpontjanak elmozdulasa az id6 fliggvényében
(a diagramon feltiintetett 7 x T a terhelGerd periddusidejét jelenti, ahol T a konstans erével
terhelt rad periddusideje)

A diagramon (72. dbra) feltintetett n x T a szinuszosan valtozo terhelGerd
periodusidejét jelenti, ugy vettiik fel ezeket az értékeket, hogy a T-hez (konstans
erével terhelt rad periddusideje) képest kisebbek vagy nagyobbak legyenek.

Jol lathato, hogy a konstans erével terhelt rad esetén 1étrejove longitudinalis
hullam nem jelentkezik, igy a bels6 hullamokbol ered6 tobbletmerevség elhanya-
golhato. Az elmozdulési alak nem torzul a szinuszhoz képest — a flirészfogalak
nem jelenik meg. Ebbdl kovetkezik, hogy az eredeti elmozdulasfliiggvényhez ké-
pest nagyobb elmozdulasokat kapunk. Ha a terhel8er6 periodusideje megegyezik
arad sajat periddusidejével, a koherens hullamok szuperpozicionalodnak és inter-
ferencia jon 1étre, az elmozdulds periodusrol periddusra ndvekszik. Minél kisebb a
teher periodusideje, annal kisebb valtozast okoz az eredeti elmozdulasfiiggvény-
ben. Ha a periodusiddt noveljiik, akkor az valik domindnssa, €s a rad rezgései lesz-
nek az apré zavaréhullamok.

HARMADIK FUTTATASI CSOPORT

A program a geometriai nemlinearitason kiviil a fizikai nemlinearitas kezelésé-
re is alkalmas. Egy egyszerii anyagmodell segitségével valaszthatunk felkeménye-
dd, lagyulo és linedrisan rugalmas anyag kozil. Jo példa a felkeményedd anyag-
modellre a hegymaszok kotele, mely a megnyulas elsd szakaszan viszonylag nagy
alakvaltozasokat szenved, viszont ahogy novekszik az alakvaltozas, egyre jobban
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megnd a normalmerevsége a kotélszalnak. Lagyuld anyagmodellre kivalo példa a
beton- és valyogoszlopok pontos viselkedése [11].
Az anyagmodellt a P, =C - F/ egyenlet alapjan lehet felvenni. A futtatasok so-

ran csak a v keménységi tényezGt valtoztattuk. Minden egyéb paraméter megegye-
zett az els6 csoportban hasznalt rudéval, azaz a végpontot koncentralt konstans erd
terheli. Els6 esetben a valtozo paraméter v = 0,5, azaz az anyag lagyuld tulajdonsa-
gokat mutat, masodik esetben v = 2, igy az anyag felkeményedik a terhelés ha-
tasara.

Az anyagmodell keményitésével (v = 2), a feladat sokkal érzékenyebbé valik
instabilitasi kérdésekben. Vizsgaljuk meg elGszor, hogy mi torténik, ha az «
paramétert 0,5-re valasztjuk, Latni fogjuk, hogy az els6 par 1épés utan gyors 1ép-
tekkel fog novekedni az elmozdulasfiiggvényiink, numerikus instabilitas jon I1étre
(13. abra). A kritikus allapothoz tartozé idSlépés 70%-a ad stabil eredményt.
Ennek oka az, hogy az a paraméter valtozatlansaga érzékenyen hat a felkemé-
nyedd anyagok numerikus modellezésére.
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13. abra. Elmozdulasi alak az id6lépés nagysaganak fiiggvényében nemlinearisan
rugalmas anyagok esetén

Amennyiben az anyagmodellben v = 0,5, a vizsgalat érzékenysége csokken, a
kritikus id6lépés stabil elmozdulastfiiggvényt szolgéltat.

Optimalis idolépés megallapitasa

Ahogy az abran (13. abra) lattuk, a felkeményedd anyagot sokkal érzé-
kenyebben érinti a helyes id6lépés megvalasztasa. Ilyen problémakkal talalkoz-
hatunk a biomechanikaban — érfalak rezgésének vizsgalatanal —, ahol a kezdeti
terhelés ellen csak elhanyagolhatban minimalis merevséget tapasztalunk. Igy az
optimalis idSlépés megvalasztasa is a kovetkez6képpen modosul (14. dbra).
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14. abra. A végpont maximalis elmozdulasa a végeselemes felosztas és a kritikus id61épés szorzd
(&) figgvényében — nemlinedris anyagmodell

Lathato, hogy a 40%-os csokkentés még numerikus instabilitashoz vezet az
els6 par lépés utan. Azonban ha lecsokkentjiik az id6lépés nagysagat a kritikus
5%-ra, akkor mar kellen pontos eredményekhez jutunk.

Ezzel ellentétben a lagyuld anyagmodelleknek kezdeti merevsége nagy, ezért
ott a megszokott 40%-o0s csokkentés megfeleld eredményhez vezet.

A maximalis elmozdulési értékek a végeselemes felosztassal novelésével vi-
szonylag gyorsan konvergalnak, a maximalis fesziiltségek szamitasanal, minél
tobb végeselemet hasznalunk, annal pontosabb eredményt kapunk.

6. OSSZEFOGLALAS

Cikkiinkben egydimenzios nemlinedris feladatok teljes Lagrange-rendszerben
torténd végeselemes megoldasa keriilt leirasra. Az iteraciot centralis differencia-
modszerrel végeztiik el.

Szakirodalmi attekintésiinkben bemutattuk a nemlinearis végeselemmodszer,
az idGintegralas és a differenciamodszer torténelmi fejlédésének fobb allomasait.
A bevezetd végén Osszefoglaltuk az algoritmus legfontosabb 1épéseit és ismerte-
tésre kertilt a szoftver alkalmazasa is.

A kutatasi feladat [ényegi részét alkotjak a futtatasi eredmények, melyeket ha-
rom nagy részre lehet osztani. A futtatdsok prizmatikus radnal segitséget adnak az
explicit végeselemes modszerekhez hasznalt id6lépés helyes és optimalis megva-
lasztasahoz.

Levezettiink egy — a kritikus id6lépést meghatarozo — eljarast, majd annak
segitségével vizsgaltuk, hogy az id61épés valtoztatdsa hogyan befolyasolja a vég-
pont elmozdulasi alakjat. Javaslatot tettiink az id61épés optimalis megvalasztasara,
hogy az elmozdulasok kell6en pontosak legyenek. Eredményeink alapjan arra a
kovetkeztetésre jutottunk, hogy felkeményedd anyagok vizsgélata soran — me-
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lyeknek alacsony a kezdeti merevsége — az alkalmazott id6lépésnek sokkal ala-
csonyabbnak kell lennie, mint a lagyul6 vagy linedrisan rugalmas tarsaiknal.

A végeselemes felosztas az anyagmodell fliggvényében is jelentds valtozasokat
okozhat. Mig lineéarisan rugalmas anyagok esetén a helyes elmozdulasfliiggvény
meghatarozasahoz sziikséges a magasabb foku felosztas, gy a nemlinearis anyag-
modellek esetén a fesziiltséganalizis koveteli azt meg. A végeselemes felosztas
fiiggvényében a koncentralt erdvel terhelt rad elmozdulasi alakja nagymértékben
valtozik, ezt a jelenséget a végigfutd longitudinalis hullam okozza, mely vonal-
menti terhek esetén nem jelenik meg

A periodikus vizsgalat kimutatta, hogy ha a rad periodusidejével egyezd szinu-
szos terhet vesziink fel, az erGsiteni fogja a rezgést. Azaltal, hogy a terhet fokoza-
tosan adjuk a ridra, nem jelenik meg a végig futd longitudinalis hullam, és nem
okoz tobbletmerevséget, igy nem jelenik meg a flirészfog-fliggvény. Ha a teher
peridodusideje a radénal nagyobb, akkor az elmozdulasfiiggvényt a teher domi-
nalja, ha kisebb, akkor a rid szabadrezgése.

Végeredményképpen kimondhatjuk, hogy a szoftver pontos eredményeket
szolgéltat, az algoritmus verifikalt, szabadon és jol hasznalhat6 barki altal 1D me-
chanikai problémak megoldasara.

Szeretnénk kdszonetet mondani Dr. Gdspdr Zsoltnak a segit6kész tamoga-
tasért, valamint munkank alapos és kritikus szemrevételezéséért.
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SOLUTION OF 1D FINITE ELEMENT PROBLEMS
WITH EXPLICIT TIME INTEGRATION

Summary

The study deals with the examination of 1D nonlinear finite element problems. The software
achieves the solution with explicit time integration, the central differences method. The tool is used
for the mechanical examination of the drawn-pressed beam with nonlinear behaviour.

The paper includes a guide to adjust the correct time step, for the explicit method, and three fun-
damental groups of results. In the first case the beam was linear elastic, and the load was constant.
The second group contain the results with fluctuating load. In the third group the beam is nonlinear
elastic.

Keywords: nonlinear, finite element, explicit time integration



